Metody numeryczne
Laboratorium 8
Info

Metody iteracyjne rozwigzywania ukladow rownan liniowych
Metoda Jacobiego

Metoda Jacobiego jest metodg iteracyjng i pozwala nam obliczy¢ uktad réwnan sktadajacy si¢ z n réwnan
zawierajacych n niewiadomych, ktory mozna zapisa¢ nast¢pujaco:
A-x=b
Zaklada sig, ze wektor x(®) bedacy poczatkowym przyblizeniem jest znany (w praktyce zazwyczaj przyjmuje
sie, ze jest to wektor wypeliony zerami; (0) — oznacza 0-wa iteracj¢ czyli etap poczatkowy). Kolejne t
przyblizenia oblicza si¢ na podstawie nastg¢pujacego wzoru:
xED =M-xO + N-b
gdzie:
e t+1 —oznacza numer iteracji (dla zerowej iteracji t=0 ),
e M=I-N-A4,
o N —jest pewng macierzg kwadratowa,
o | — macierz jednostkowa (na gltownej przekatnej znajduja si¢ jedynki a na pozostatych
pozycjach zera),
o A - macierz wspotczynnikow, na podstawie ktorej definiowane sg macierze L, D i U gdzie A =
L+D+U
» | —zawiera elementy dolnej macierzy trojkatnej A,
» D -to macierz diagonalna (zawiera elementy niezerowe na gldwnej przekatnej),
= U - zawiera elementy gérnej macierzy trojkatnej A.
Po kazdej iteracji nalezy sprawdza¢ warunek stopu (o ile zostal zdefiniowany), na przyktad poprzez
wyznaczenie sumarycznego btedu r:

n
rE+D) — Z(Ti)(tﬂ)
i=1

gdZie (T'i)(t+1) = |Z}1=1(aij : x]) - bl|

Oznacza to, ze iteracje nalezy przerwac po z gory zalozonej liczby iteracji lub po osiaggnigciu btedu
rozwigzania r < d, gdzie d to z gory zatozona doktadnos¢.

W praktyce A = L + D + U przedstawia si¢ nastepujaco:
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Przy zalozeniu, ze N = D~ (warunek konieczny d;; # 0dlai=j gdzie i=1, 2, ..., n; j=1, 2, ..., n) mamy:
M=I-N-A=1-D"1"A=1-DYL+D+U)=-D"YL+U).
Na tym etapie nalezy sprawdzi¢ zbiezno$¢ metody iteracji prostej dla danego zestawu parametrow.
Warunkiem wystarczajacym uzyskania zbieznosci jest aby dowolna z norm macierzy H byta mniejsza od
jednosci, gdzie:

Qi
0 dla i=j
Sprawdzamy czy najwigksza z sum wierszy macierzy H jest mniejsza od jednosci:
n

1Hlly = max > [y < 1

j=1
lub czy najwigksza z sum kolumn macierzy H jest mniejsza od jednosci.
n

11l = max > [fy| < 1
j =

a;j . .
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Przyklad

10x; + 2x, + 3x3 + x4, = 19
Xy + 5%, +x3+2x, =3
2x1 +x, +4x3 = 13
X, + 2x3 +8x, = 21

10 2 3 13 0 0 0 O 10 0 0 O 0 2 3 1
_ 11 5 1 2(_11 0 0 O 0O 5 0 0 0 0 1 2
A=L+D+U=15 1 4 o[T]12 1 0 o/T|o 0 4 o/F|o 0 0 o
0 1 2 8 0 1 2 O 0O 0 0 8 0 0 0 O
0.1 O 0 0
_n-1_10 0.2 0 0
N=Db""= 0 025 0
Lo 0 0 0125
0 —-0.2 —-0.3 -0.1
g—|-02 0 —-02 —04
—-0.5 —0.25 0 0
0 —-0.125 -0.25 0
Sprawdzamy warunek wystarczajacy uzyskania zbieznosci:
n
IH]l, = maXZ|hij| —075<1
]
j=1
Przygotowania do wiasciwych obliczen.
xEHD =M - xO 4 N-b
xW=-N-(L+U) x@ +N-b
x® ©
(1) 01 0 0 0 0000 02 31 }0) 01 0 0 0
__|lo 02 o 0 [.({t 00 o0 J0 0 1 2 Lo 02 o 0|
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Upraszczajac:
x(l) (0)
1 1
] 0 —-0.2 —-0.3 —-0.1 1.9
® (0)
(x> _| —0.2 0 -0.2 —0.4] |x2 IJr 0.6
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Przechodzimy do wtasciwych obliczen.
Przyjmujemy, ze wektor X bedacy poczatkowym przyblizeniem zawiera same 0.
Dla t=0 otrzymujemy:
(€]
X
[h)] 0 -02 -03 —0.17 10
Xy _ —-0.2 0 —-0.2 —-0.4] |0
ey —0.5 —0.25 0 o[ [o 325 325
%1) 0 —0.125 —0.25 0 0 2.625 2.625
X4
Dlat=1
x(Z)
[}2)] 0 -02 —03 —-0.17 1 1.9 1.9 0.5425
|7 _| —0.2 0  —02 —04| | 06 [, | 0.6 ~1.48
. @~ -05 -025 0 0 [ |3:25 3.25 2.15
[?DJ 0  —0125 —0.25 o 1 L2251 l2.6251 117375
X4



Dlat=2

@3)
[xb] 0 -02 —0.3 —0.17 70.5425 1.9 1.37725
[X27] _ | —0.2 0 -0.2 —0.4f [-148| | 0.6 |_ [-0.6335
|x§3>|‘ —0.5  —0.25 0 0 2.15 3.25 |~ |3.34875
Lo 0 —0125 —0.25 o1 173751 L2625 2.2725
4
Dla t=9
(10
“10)1 0 -02 -03 —0.17 [0.5425 1.02497 0.98393
[x2 7| _| -0.2 0 —02 —04| [ -148]  |-0.97278| _|-10177
|x§1°)|_ -0.5 —0.25 0 0 2.15 3.02978 | ~ [2.98071
o 0 —0125 —0.25 ol 117375 2.01689 1.98915

Przy obliczeniach sumarycznego btedu r wykorzystamy nastepujacy zapis macierzowy:

A- ()10 —p
10 2 3 17 10.98393 19 0.2648
1 5 1 2| |-10177|_|3|_|0.14558
2 1 4 0] (298071 13 0.127
0 1 2 8 11.98915 21 0.14307

4
r(10) = Z(n)“") — 0.2648 + 0.14558 + 0.127 + 0.14307 = 0.68045

=1

Sprawdzenie.
Poréwnanie rozwigzania doktadnego XX zrozwigzaniem przyblizonym X.

1 0.98393
— 4-1. — -1 (10): —1.0177
xx=A""b [3] x 2.98071
2 1.98915



Plik Lab8 1.m

% zatozenie: elementy glownej przekatnej macierzy D sg niezerowe
% rozmiar wektora b jest adekwatny do rozmiaru macierzy A
% obliczenia realizowane sg dla 10-ciu iteracji

A=[10,2,3,1;1,5,1,2; 2,1,4,0; 0,1,2,8]
b=[19; 3; 13; 21]

n=length(b);
L=zeros(n);
D=zeros(n);
U=zeros(n);

for i=1:n
for j=1:n
if i>]
L(i,j)=A(.));
elseif i<j
U(@i.)=A(.);
else
D(i.))=A(.);
end;
end
end

N=inv(D);
H=zeros(n);
for i=1:n
for j=1:n
if il=
H(i.j)=-AG.J/AG);
end
end
end;

if (max(sum(abs(H)))<1) || (max(sum(abs(H")))<1)
x=zeros(4,1);
for t=0:9
disp([' numa2str(t)]);
x=-N*(L+U)*x+N*b;
disp(x);
end
disp(" ");
disp(sum(abs((A*x)-b)));
disp(" ");
disp(inv(A)*b);
else
disp("
end;



